
Òîïîëîãèÿ: íà ñòûêå ìàòåìàòè÷åñêèõ

äèñöèïëèí.

Ãëåá Ãóñåâ.

1, 2, 3, 4, 8, 7, 6, 5, 9, 10, 11, 12, 15, 14, 13 −→
1, 2, 3, 4, 8, 7, 6, 5, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 13.

Ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ òðàíñïîçèöèé ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. ×åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè åñòü ÷åòíîñòü
êîëè÷åñòâà òðàíñïîçèöèé â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè.

Ïîíèìàíèå. Íå÷åòíóþ ïåðåñòàíîâêó íåëüçÿ ïîëó-
÷èòü ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì òðàíñïîçèöèé.
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Àêñèîìû òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ýòî ïà-
ðà (T,Ω), ãäå Ω ⊂ 2T óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì:

1. T, ∅ ∈ Ω.

2. A,B ∈ Ω⇒ A ∩B ∈ Ω.

3. Ψ ⊂ Ω⇒
⋃
U∈ΨU ∈ Ω.

Åñëè U ∈ Ω, òî U íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì â T .

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : T1→ T2 íàçûâàåò-
ñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè

∀ îòêðûòîãî U ⊂ T2 èìååì: f
−1(U) îòêðûòî â T1.

Îïðåäåëåíèå. Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà T1, T2
íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè (ãîìåîìîðôíûìè), åñëè
ñóùåñòâóåò 1:1 f : T1→ T2 : f, f−1 íåïðåðûâíû.
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Ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

1. R. Îêðåñòíîñòü òî÷êè x ∈ R ýòî (x − ε, x + ε),
ãäå ε ∈ R+.

2. Rn. Îêðåñòíîñòü òî÷êè x ∈ Rn ýòî

Bne (x) := {y ∈ Rn | ρ(x, y) < ε}, ε ∈ R+.

3. A ⊂ T , (T,Ω) òîï. ïðîñòðàíñòâî. Îêðåñòíîñòü
òî÷êè x ∈ A ýòî U ∩ A, ãäå U ∈ Ω. Ïðèìåð:
Sn ⊂ Rn+1,

Sn := {x ∈ Rn | |x| = 1}.

4. (T, 2T ). Îêðåñòíîñòü òî÷êè x ýòî {x}.

Ìíîæåñòâî V îáúÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, åñëè

∀x ∈ V ∃ ee îêðåñòíîñòü U(x) : U(x) ⊂ V.
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Ñâÿçíîñòü.

Îïðåäåëåíèå. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî T íà-
çûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âè-
äå îáúåäèíåíèÿ T = T1 ∪ T2, ãäå T1, T2 íåïóñòû,
îòêðûòû è T1 ∩ T2 = ∅.
Íàïðèìåð, Rn, [x, y] ⊂ R ñâÿçíû.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü f : T1 → T2 íåïðåðûâíî, T1
ñâÿçíî. Òîãäà f (T1) òîæå ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîïóñòèì îáðàòíîå: F (T1) = U ∪ V . Òîãäà:

T1 = f−1(U) ∪ f−1(V ).

�

Òåîðåìà 1 Ïóñòü T1 ñâÿçíî, T2 äèñêðåòíî, f : T1→
T2 íåïðåðûâíî. Òîãäà f ïîñòîÿííî.
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Òåîðåìû: î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè

è Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü T ñâÿçíî, f : T → R íåïðåðûâíî

è a, b ∈ f (T ). Òîãäà ∀c ∈ [a, b] èìååì c ∈ f (T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì îáðàòíîå: c /∈ f (T ). Òî-
ãäà f (T ) = (f (T ) ∩ (−∞, c)) ∪ (f (T ) ∩ (c,+∞)) �

Îáîçíà÷èì Bn := Bn1 (0).

Òåîðåìà 3 Ïóñòü f : Bn → Bn íåïðåðûâíî. Òîãäà

∃x ∈ Bn : f (x) = x.
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Àääèòèâíàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà.

Ôóíêòîð χ : {õîðîøèå òîï. ïðîñòðàíñòâà} → R,
óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìàì:

1. T1 è T2 èçîìîðôíû ⇒ χ(T1) = χ(T2).

2. T = T1 t T2⇒ χ(T ) = χ(T1) + χ(T2).

3. χ(pt) = 1.

Ïóñòü T = tc0
i=1B

0
i

⊔
tc1
i=1B

1
i

⊔
. . .

⊔
tcni=1B

n
i . Òî-

ãäà

χ(T ) :=

n∑
i=1

(−1)ici.

Òåîðåìà 4 Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà äàåò êîððåêòíî îïðå-

äåëåííûé ôóíêòîð íà êàòåãîðèè òîï. ïðîñòðàíñòâ,

ïðåäñòàâèìûõ â óêàçàííîì âèäå.

ßñíî, ÷òî ýòîò ôóíêòîð óäîâëåòâîðÿåò 3-ì àêñèî-
ìàì.
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Òåîðåìû, ñëåäóþùèå èç ñóùåñòâîâàíèÿ χ.

X � çàìêíóòàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü.
v : X → T (X) � íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå, êîëè-
÷åñòâî åãî íóëåé êîíå÷íî.

Òåîðåìà 5 Ñóììà èíäåêñîâ â.ï. v ïî âñåì òî÷êàì

x ∈ X : v(x) = 0, ðàâíî χ(X).

Ñëåäñòâèå 1 Ëþáîå íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå íà

ëþáîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè êðîìå òîðà èìååò

õîòÿ áû îäèí íîëü.

Òåîðåìà 6 Ãðàô K5 íå óêëàäûâàåòñÿ íà ïëîñêîñòè

è íà ñôåðå, íî ìîæåò áûòü óëîæåí íà òîðå è íà

äðóãèõ çàìêíóòûõ 2-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ.
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Òåîðåìà Áåðíøòåéíà, Êóøíèðåíêî, Õîâàíñêîãî.

P (x1, x2, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí îò n êîìïëåêñíûõ
ïåðåìåííûõ. V = {x ∈ Cn | xi 6= 0, P (x) = 0},
∆(P ) � ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà P .

Òåîðåìà 7 Åñëè P íåâûðîæäåí, èìååì:

χ(V ) = (−1)n−1n! Voln(∆(P )).
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